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\ Mathematische Zusammenhange bei Kegelschnitten \

| Ellipse |

Eine Ellipse ist der geometrische Ort aller Punkte, fiir welche die Summe der Entfernungen von
zwei festen Punkten, den Brennpunkten, konstant und gleich der groBen Achse der Ellipse ist.
Es qgilt:

F1P + PF2 = const. = 2a

'x

A,B: Hauptscheitel
M: Mittelpunkt

a: groBe Halbachse
b: kleine Halbachse

Lineare Exzentrizitdt: e = V(a2 - b2)

Numerische Exzentrizitat: e = e/amit e < 1

Parameter: p = b2/a (zur Hauptachse senkrechte Sehne im Brennpunkt)
Brennpunkte:

F1 (-e;0)

F2 (e;0)

Hauptachse: AB = 2a
Nebenachse: CD = 2b

FIF2 =2e (a>e>0)
Gleichung in Mittelpunktform:

x2/a2 + y?/b2=1
mit M(0;0)

Allgemeine Gleichung bei achsparalleler Lage:

(X-xp)2/a2 + (y-y,)2/b2 =1
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mit M(X;¥Ym)

Scheitelgleichung:

y2 = 2px - p/ax?

Gleichungen in Parameterform:

Bei Mittelpunktlage:

X =acost
y =bsint
mit M(0;0)

Bei achsparalleler Lage:
X=X, tacost

Y=Yntbsint
mMit M(X1;¥Ym)

Gleichung in allgemeiner Form:

ax2+ 2by + cy2+ 2dx + 2ey +f=0

\ Parabel

Eine Parabel ist der geometrische Ort aller Punkte der Ebene, welche von einem festen Punkt F
und einer festen Geraden | gleichen Abstand haben. Der Punkt F ist der Brennpunkt und die
Gerade | die Leitlinie (Direktrix).

F: Brennpunkt
S: Scheitelpunkt
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M: Mittelpunkt
a: groBe Halbachse
b: kleine Halbachse

Halbparameter: p = DF (p > 0)
Parameter: 2p

Brennweite: SF = SD = p/2

Scheitelgleichung:

y2 = 2px
y =+ 2pxmitx > 0

Brennpunkt: F(p/2;0)
Gleichungen in Parameterform:
X =t2

y = %+ kt
mit Scheitelpunkt S(0;0)

Allgemeine Gleichung bei achsparalleler Lage:

(Y - Ym)? = 2p(X - Xr)
mit Scheitelpunkt S(X,;Ym)

Gleichungen in Parameterform:

X =X, + t2
Y =VYm *kt
mit Scheitelpunkt S(Xp,;Ym)

Gleichung in allgemeiner Form:

cy2+ 2dx + 2ey +f=0

Offnungsrichtungen bei achsparalleler Lage:

nach rechts: (y - y;,)2 = 2p (X - X,)
nach links: (Y - y,)2 = -2p (X - X;p)
nach oben: (x - x,)2=2p (Y - Y)
nach unten: (X -Xp)2=-2p (Y -Yy)

mit Scheitelpunkt: S(X;Ym)

‘ Hyperbel

Eine Hyperbel ist der geometrische Ort aller Punkte, fliir welche die Differenz der Entfernungen
von zwei festen Punkten, den Brennpunkten, konstant oder gleich der reellen Achse der
Hyperbel ist. Es gilt:
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F1P - PF2 = const. < F1F2

]

'x

A,B: Hauptscheitel
M: Mittelpunkt
PF1,PF2: Brennstrahlen

Lineare Exzentrizitadt: e = ¥ (a2 + b2)

Numerische Exzentrizitat: e = e/amit e > 1
Parameter: 2p = 2b2/a (zur Hauptachse senkrechte Sehne in Brennpunkten)

Brennpunkte:

F1 (-e;0)

F2 (e;0)

AB = 2a (reelle Achse)

FIF2 = 2e
PF1-PF2 = 2a

Gleichung in Mittelpunktform:

x2/a2-y2/b2 =1
mit M(0;0)

Allgemeine Gleichung bei achsparalleler Lage:

(X-xm)?/a2 - (y-ym)?/b2 =1
mit M(X1;¥Ym)

Scheitelgleichung:

y2 = 2px + p/a x?
mit M(0;0)

Gleichungen in Parameterform:

x=a/cost
y =btant
mit M(0;0)

Seite 4



Mathematische Zusammenhinge bei Kegelschnitten

X = % cosht

y = bsinht

mit M(0;0)

X =X, +acost

Y=Yyt bsint
mit M(X1;¥Ym)

Gleichung in allgemeiner Form:

ax2-cy2+ 2dx + 2ey + f=0 (mite > 0)

\ Allgemeine Kegelschnitte

Die allgemeine Gleichung eines Kegelschnitts besitzt die Form:
ax2 + 2bxy + cy2+ 2dx + 2ey +f=0

a, b, ¢, d, e und f sind beliebige reelle Koeffizienten. Ein Kegelschnitt entsteht beim Schnitt eines
geraden Kreiskegels mit dem Neigungswinkel o der Mantellinie durch eine Ebene welche den
Neigungswinkel § besitzt.

Ellipse: 0< B<a
Parabel: a=8
Hyperbel: /2> >a

Beim Schnitt durch die Kegelspitze entstehen Punkt, Geradenpaar und Gerade.

Durch eine Drehung des Koordinatensystems mit der Koordinatentransformation

X
4

x' cos(a) - y' sin(a)
y' sin(a) + y' cos(a)

lasst sich fiir eine geeignete WinkelgroBe a stets erreichen, dass das gemischt-quadratische
Glied x' - y' entfallt. Fir a = ¢ muss o = 45° gewdhlt werden. Ist a # ¢ muss a so gewahlt
werden, dass 2a = 2b / (a - c). Hierdurch entsteht fiir den Kegelschnitt die transformierte
allgemeine Form:

ax2+cy2+2dx+2ey+f=0

Geometrisch bedeutet dies, dass die Achsen dieses Kegelschnitts parallel zu den
Koordinatenachsen verlaufen. Fir die Diskussion dieser Kegelschnittgleichung gilt:

beia # 0undc # 0 mitn = d2/a + e2/c - f:

n>0 a>0,c>0 Ellipse

n>0 a<0,c<0 imaginar

n>0 a-c<o0 Hyperbel

n=20 a-c>0 Punkt

n =N a.renN Daar cirh erhnaidandar (Caradan
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n<o0 a>0,c>0 imaginar
n<o0 a<0,c<0 Ellipse
n<o0 a-c<0 Hyperbel

beia = 0 oderc = 0:

a=0,c+0 d+0 Parabel

a=0c#0 d=0 Paar zusammenfallender paralleler Geraden
wenne2-fc=0

a+0,c=0 e+ 0 Parabel

a0 c=0 e=0 Paar zusammenfallender paralleler Geraden

wennd2-fa=0

a=0,c=0 d+ 0, e # 0|Gerade
a=0,c=0 d =0, e # 0 |Parallele zur x-Achse
a=0,c=0 d # 0, e = 0 |Parallele zur y-Achse
a=0,c=0 d =0, e = 0 |imaginar

| Ellipse - Gerade

'x

a sn / st

Fur Ellipse in Mittelpunktlage x2/a2 + y2/b2 = 1 in Punkt P(xq;Yq) gilt:

Tangente: xxy /a2 +yyy/b2? =1
Normale: y - yg = a2yqy/ (b2xg) (X - xXq)
Tangentenlénge: t = \/(yo2 + (a2/xq - Xg)?)
Normalenldnge: n = b/ a2V(a2a2 - €2xq2)
Subtangente: st = |a2/xq - Xgl
Subnormale: sn = |b2xy/ a2|

Fur Ellipse (x - x,)2/ a2 + (x -ym)2/ b2 = 1in achsparalleler Lage mit M(x,;Y,) gilt:
Tangente: (X - Xy,) (Xg-Xyn) /a2 +(y-Yy) (Yo-Ym) /D2 =1
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Normale: y - yg = a< (Yo - Ym)/ ( b2 (Xg - X)) (X - Xg)

Schnittpunkt Ellipse - Gerade:

Ellipse: x2 /a2 +y2/b2=1

Gerade: y = mx +b

Xq.2 = -(@2mb;)/(b2 + a2m2) + ab/(b2 + a2m?2) J(a2m?2 + b2 - b;2)
Y1,2 = b2by/(b? + a2m?2) £ abm/(b2 + a2m?2) V( a2m?2 + b2 - b;2)

Radikand D = a2m?2 + b2 - b;?

D > 0: Ellipse wird von der Geraden geschnitten
D = 0: Ellipse wird von der Geraden beruhrt
D < 0: Kein Schnitt von Ellipse und Gerade

\ Parabel - Gerade

St sn

Fur Parabel y2 = 2px mit Scheitelpunkt in S(0;0) in Punkt P(x4,y;) gilt:

Tangente: yy; = p(x + X;)
Normale: p(y -y;) + y;(x-X;) =0
Tangentenldnge: t = V(y;2 + 4 x;2)
Normalenlénge: n = \(y;2 + p2)
Subtangente: s; = 2x;

Subnormale: s, = p

Krimmungsradius: r = V( (Yo% + p2)3)/ p2
Krimmungsmittelpunkt: Mk (3xq + p ; -y3 /p?)
Fur Parabel (y - yg)2 = 2p(x - Xp) in achsparalleler Lage mit Scheitelpunkt in S(x1;y1) gilt:

Tangente: (y - yo)(Y1- Yo) = P (X + X4~ 2Xq)
Normale: p(y - yq) + (Y1 - Yo)(X-X4) =0
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Schnittpunkt Parabel - Gerade:

Parabel in Scheitellage: y2 = 2px ( p > 0)
Gerade: y = mx +b

X1, = (p - bm)/m2 £ 1/m2(p (p - 2bm))
Y1.2 = p/m £ 1/m(p (p - 2bm))

Radikand D = p(p - 2bm)

D > 0: Parabel wird von Gerade geschnitten
D = 0: Parabel wird von Gerade berihrt
D < 0: Kein Schnitt von Parabel und Gerade

\ Hyperbel - Gerade

A

'x

5[\ sn

Fur Hyperbel in Mittelpunktlage x2 / a2 - y2 / b2 = 1 in Punkt P(xq,Y) gilt:

Tangente: xxy /a2 -yyy/b%2 =1
Normale: y - yg = -a2yqy/ (b2xg) (X - XXg)
Tangentenldnge: t = V(yy2 + (X - @2/X)2)
Normalenlénge: n = b/az2 \/(ezxoz—aza2 )
Subtangente: st = |a2/xq - Xgl
Subnormale: sn = |b2xy/ a2?|

Fur Hyperbel (x - x,)2/a2 - (X - y,)2/b2 = 1 in achsparalleler Lage mit mit M(x,;y,) gilt:

Tangente: (X - Xy,) (Xg-Xpn) /a%2-(y-Yy) (Yo-Ym)/b2=1
Normale:y - yg=-a2 (Yo - Ym) / (b2 (Xg - X)) (X - Xq)

Schnittpunkt Hyperbel - Gerade:

Hyperbel: x2/a2-y2/b2=1
Gerade: y = mx +b
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X1.2 = (a2mby)/(b2 - a2m2) £ ab/(b2 - a2m?2) V(b2 + b;2 - a2m2)
Y1,2 = b2by/(b2 - a2m?2) £ abm/(b2 - a2m?) V(b2 + b,2 - a2m?)

Radikand D = a2m?2 + b2 - b;?

D > 0: Hyperbel wird von Gerade geschnitten
D = 0: Hyperbel wird von Gerade berihrt
D < 0: Kein Schnitt von Hyperbel und Gerade
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